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L’article introduit le type de la loi de Cauchy-conforme comme I’ensemble des 
probabilites sur I’espace euclidien Iw” detini par 
oti (P,(I) d&it R”.’ ’ = JO. + 5 L x W” ct dcmontre clue si FI Iw” -P W” es1 une fonc- 
tion mcsurable, alors F preserve le type de la loi Cauchy-conforme si et seulement si 
F coincide presque partout avec une similitude ou une similitude-inversion de R”, 
dans le cas ou n > 2. Ce resultat prolonge I’ttude faite auparavant (Letac, Proc. 
Amer. Murh. SM. 67 (1977). 277-286) du mime probltme pour n = I. ,(’ 1986 
Acadcmlc Press, Inc 
This paper introduces the conformal-Cauchy type as the set of probabilities on 
the Euclidean space FL” defined by 
where (p, u) runs on KY’+’ ’ = JO, s[ x W. It shows that if n > 2 and if f? Iw” + Iw” is 
measurable, then F preserves the conformal-Cauchy type if and only if there exists 
either a similitude or an inversion-similitude g of W” such that F coincides with g 
almost everywhere. This result completes a study (Letac, Proc. Amer. Math. Sot. 67 
(1977), 277 286). made before in the ca~c n = 1. ( 1986 Acadcmtc Press. hc 
1. LA LOI DE CAUCHY-CONFORME DE R” 
La loi de Cauchy dans iI8 est la mesure de probabilitt 
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-- 
n I +x2’ 
43 
(1) 
0022- I236,%6 63.00 
(‘opynght .C 19X6 by Acadcmlc Press. Inc 
All rIghIs of rcpmduc!ton I” any lorm rcwrvcd 
44 &RARD LETAC 
Suivant qu’on choisisse de generaliser a R” l’une ou l’autre de ses nombreu- 
scs proprietes, on obtient differents candidats au titre de “Loi de Cauchy 
dans R”“. La plus connue est sans doute la mesure de probabilite de R” sui- 
vante: 
(n + I Ii2 dx, “‘dx, 
(1 + I/x]I2)(n+ ‘Ii2 (2) 
llxll = (xf + ... +xy2 (3) 
qui est la loi de sortie du mouvement brownien standard dans R’!++ ’ = 
IO, + co [ x R” lorsque celui-ci part de (1, O,..., 0). Outre le lien avec le mou- 
vement brownien, une raison de la popularite de (2) est le fait que sa fonc- 
tion caracteristique soit e -- ‘;“‘, ce qui implique que la projection orthogo- 
nale de (2) sur un sous espace soit encore une loi de Cauchy du genre (2). 
Cependant, ( 1) posstde Cgalement la propriett suivante: si (CJ,, U,) est 
une variable aleatoire de R2 uniformement rtpartie sur le cercle unite 
{ (uo, 24,); u(: + u; = 1 }, sa projection stbeographique sur la droite u,=O a 
partir du pole (1, 0), c’est-a-dire la variable aleatoire (0, X), ou X= 
l/( 1 - UO), est telle que X suit la loi (1). 
On peut alors generaliser ainsi: soit (UO, U,,..., II,) une variable alta- 
toire de R”+’ uniformement repartie sur la sphere unite {(u,,..., u,); 
u; + ... + U: = 1 }, et considerons sa projection stereographique 
(0, x, ,..., X,) sur l’hyperplan u,, = 0 a partir du pole (1, O,..., 0), dtftnie par 
x, = U,/( 1 - U,,)i= l,...) n. Pour calculer la loi de (X, ,..., X,,), le plus simple 
est peut &tre de prodder ainsi: soit Y,, Y,,..., Y, une suite de variables 
aleatoires normales centrees independantes et de variance 1, et soit R = 
( Y; + . .. + c)“2. Alors ( YJR,..., YJR) est uniformement repartie sur la 
sphere unite. Soit (X, ,..., X,) = ( Y, /( R - YO) ,..., Y,J( R - Y,)); alors on a: 
x-f+ .‘. +x:=(l+$$(l-2); 
or la loi de G/R2 = (1 + l/Y’( fl+ ... + c)) ’ est, d’apres les proprietes 
classiques des quotients de lois de x2, une loi beta de lere espke, de para- 
metres l/2 et n/2. Comme Y,-JR est symttrique, on en dtduit alors facile- 
ment que X: + . . . + x suit une loi b&ta de 2tme espke de paramttres n/2 
et n/2. Comme la loi de (X, ,..., X,) est invariante par rotation dans R”, on 
voit alors que c’est la mesure de probabilitt dans R” 
dx, . . . dx, 
& (1 + llxll 2)” 
(4) 
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avec K, = 2” .- ‘71 ‘” -I “‘*f((n + 1)/2) qui est une gtntralisation de (1) i R”, 
differente de (2), et que nous choisissons d’appeler “Loi de Cuuchy-con- 
forme dans R”“. Notons que pour n > 1, cette loi a un premier moment, 
c’est-a-dire que Il,ull est integrable, et, par symetrie, on a l’egalite suivante 
dans R”: 
(5) 
2. LE TYPE DE LA LOI IX CAUCHY-CONFORME ET 
SA PRlkERVATION PAR INVERSION 
Classiquement, si p est une mesure de probabilid dans R, on appelle 
type de n I’ensemble des lois de probabilites dans R des variables aleatoires 
N +pX, ou X est de loi p, avec (p, a) dtcrivant 10, + cc [ x R. Ici encore, 
plusieurs gentralisations a R” de cette notion de type sont possibles, sui- 
vant qu’on decide de faire varier p dans differents sous-groupes du groupe 
GL(n, R) des matrices inversibles d’ordre n, comme GL(n, II%‘) lui-meme, ou 
celui des similitudes vectorielles quand R” est tqui@ de sa structure eucli- 
dicnne canoniquc. Nous choisisons ici le groupe des homotheties vectoriel- 
les pour la loi de Cauchy-conforme: 
DEFINITION. Si u= (u,,..., U”)E R” et p > 0, la loi de Cauchy conforme 
1’ I,,l, est 
p,,.u(dx, ,..., d-v,,) =K, P ” 
P2 + Ilo - XII * > 
dx, . . . d.v,,. 
II est clair que P,,~ est la loi dtfrnie en (4) et que si X suit la loi p,.“, alors 
a + pX suit la loi p’p.U. Introduisons maintenant ce qu’avec un abus de lan- 
gage on appelle le “groupe des similitudes-inversions de R”“. 
R” &ant toujours muni de sa structure euclidienne canonique, complt- 
tons le par un “point a l’infini”, cc et dtfinissons une similitude sur R” u 
,X = E comme une transformation s: E + E telle que s( cc ) = co et telle qu’il 
cxiste u E R”, une homothetie h de R” et une isometric vectorielle o de KY’, 
avec s(x) = a + (h (‘o)(x) pour x dans R. Delinissons ensuite une inversion 
i, sur E de pole h E R” par ih( az) = h et i,,(x) = (x - h)/( (Ix - hj[*) + h si 
.VE KY’\{ h} et i,,(h) = ~YJ (nous n’aurons pas besoin d’autres sortes d’inver- 
sions). Le groupe des bijections de R” u zz engendrt par toutes les similitu- 
des et toutes les inversions est note .,U,. On I’appehe aussi le groupe de 
Moebius ou le groupe conforme. Pour un expose moderne de ses propriitts 
on peut consulter Dieudonne [2], Annexe III, ou Wilker [ 123. Notons en 
particulier: 
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PR~~~~ITIoN 1. Tout Plkment de A,, est soit une similitude, soit le pro- 
duit d’une inversion et dune similitude. De plus ih 0 s = i,. c s’, aver s et s’ simi- 
litudes, implique s = s’ et h = b’. 
DPmonstration. Voir [ 12 Theortme 3, Corollaire 11. 1 
Notons desormais R”+* ’ = 10, + co [ x R” I’ensemble des couples (p, a), 
avec p > 0 et a E R”. Nous allons dtlinir une action de .&, sur IF,+ ’ de la 
facon suivante. Si s est une similitude de .&, on note par q(s) la valeur 
absolue de son rapport d’homothttie (c’est-i-dire que /s(x) - s( y)li = 
q(s)jlx - yll), et on definit alors la bijection ? de WY++ ’ par: 
S(P, a) = (pq(s), s(a)). 
Si i, est l’inversion de pole b de M,,, on dtfinit la bijection i;, de IL!:+ ’ par 
ih(p, a) = 
P 
Ila-blJ2+p2’h+ 
a-b 
> I/a-hl12+p2 ’ 
Par consequent si g = i, 1 s, avec s similitude on dltinit g = ib (: S (sans ambi- 
guitt, d’apres l’unicite mentionnee a la Proposition 1.) et on dtfinit .I,, 
comme I’image de .ni( dans le groupe des bijections de R”++’ par l’homo- 
morphisme g H 2. Cet .,& n’est autre que la restriction d W++ ’ du sous- 
groupe de .k” + , des similitudes-inversions de R” + I u x qui preservent glo- 
balement ({0} x W) u co. 
Bien que M,z n’agisse pas exactement sur R”, cependant, si p est une 
mesure de probabilitt saris atome sur R”, et si g est dans .&, nous noterons 
saris ambiguite par g, p l’image de p saris R” par g (Trts formellement, il 
faudrait etendre p a R” u 0~: en dtfinissant p( cc) = 0, puis restreindre 
I’image g * ~1 a R”; le fait que fi soit saris atome garantit que g, ~1 est 
une mesure de probabilitt sur W). Nous avons alors l’important resultat 
suivant: 
PROPOSITION 2. Soit (p, a) dans W++ I, g a’ans Ie groupe &,, des similitu- 
dc+inversions de R”, et (P, A) = g(p, a). Alors /‘image par g de la loi de 
Cauchy-conforme P,,~ est g, pLp,o = pp,A. 
Dkmonstration. C’est evident si g est une similitude. Si g = i,, introdui- 
sons la translation [,(x)=x+ b et observons que ih= I,,? i,c t ,,. I1 reste 
done a dtmontrer la proposition seulement pour g = i,. Pour cela on cal- 
cule la matrice jacobienne de i, au point x # 0: c’est (I- 24x))/llxl12 ou 
4-u) = (XJ,):, ,/llxl12. I - 24x) cst la matrice representative de la symetrie 
orthogonale par rapport a l’hyperplan vectoriel de R” orthogonal a x: on 
en dtduit que le Jacobien de i, est llxll ‘“. A partir de la il est facile de voir 
we 4, * pp.” = ~~~~~~~~~ et la proposition est montrte. 1 
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3. REVUE DE R~SULTATS SUR LA LOI DE CAUCHY 
On voit, d’apres la Proposition 2, que la famille (~p,o)(p,o,E Ry I est globa- 
lement conservee par une famille assez riche de fonctions. Pour n = 1, ceci a 
peut &tre ttt note pour la premiere fois par Williams [ 133 (dans ce cas 
n = 1, le groupe A,, n’est autre que le groupe des homographies de R: 
?I H (ax + h)/(cx + d)) avec a, b, c, d reels et ad- bc # 0). De cette observa- 
tion, Knight en 1974 a tire la caracterisation suivante des lois de Cauchy 
[51: 
TH~OR~ME 3. Pour n = 1, la loi de Cauchy (1) est la seule loi saris atome 
de R dont le type est conserve par toutes les homographies de R. 
Ce resultat a ete promptement gtneralise par Knight et Meyer en 1975 
[6] a W” ainsi: 
TH~OR~ME 4. Si on appelle type dune loi u duns IT%” l’imuge de u par les 
ct/~initL;s de R”, le type de la loi de Cauchy (2) est le seul type de R” ne char- 
geant pas /es hyperplans uffines et qui soit conserve par les projectivites de 
R”, c’est-&dire par les transformations de la forme 
x, /W+b, 
c(x) + d 
ou .v+-+ a(x) est un endomorphisme de R”, b est dans R”, XH c(x) est une 
jorme liniuire de R” et d est une constante avec det (: 2) # 0. 
Insistons sur le fait que dans cet &once, le mot type est pris dans un sens 
different de celui de la Section 2. Pour une nette demonstration du ThCo- 
reme 4, voir Dunau et Senateur [3 J. Cependant, si on choisit la generalisa- 
tion (4) plutot que (2) Dunau et Stnateur ont obtenu [4] l’enonce suivant: 
THLORZME 5. Si on appelle type dune loi u duns R” rimuge de u par les 
homotheties-translutions de R”, le type de la loi de Cauchy conforme (4) est 
le seul type de R” saris atome qui soit conserve par Ie groups .A& des similitu- 
des-inversions de R”. 
Cela dit, l’enonce de la Proposition 2 pour n = 1 a suggere un autre pro- 
bltme: puisque la loi de Cauchy a un ensemble assez riche de fonctions qui 
preserve son type (comprenant done au moins les homographies), on peut 
chercher a caracteriser cet ensemble. Cela est fait dans Letac [8]: 
TH~OR~ME 6. Si F: [w + lK! preserve le type de la loi de Cauchy (1 ), c’est- 
&dire si pour tout (p, a) E W+ ii existe 
(P, A) =fdp, ~1 clans W+ tel que F,P,., = pp,A 
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alors ou hien il existe une mesure positive purement singuli&e bornPe p sur R, 
une constante k > 0 et un rtel a tels que: 
F(a) = lim,l,fdp, a) pour presque rout a, ou hien F,(a) = F( -a) a la rep+ 
sentation ci-dessus. 
La geniralisation de ce rtsultat a R”, dans le cas ou le mot type et la loi 
de Cauchy sont pris au sens du Thtortme 4, n’a jamais et6 faite. Si le mot 
type est pris au sens du Theoreme 5 et la loi de Cauchy est prise au sens 
(2), l’analogue du Theoreme est dtcevant, et peut Ctre dtduit [9] des resul- 
tats de Bernard, Campbell et Davie [ 11, ou de la remarque en fin d’article. 
THCORCME 7. Si F: R”+R” (avec n > 1) prt%erve le type (au sens du 
Thhor&me 5) de la loi de Cauchy (2), alors il existe une similitude de KS” qui 
coiizcide presque partout avec F, 
Ensuite, le type etant toujours pris au sens du Theortme 5, la Proposi- 
tion 2 indique que l’ensemble des fonctions F R” + R” qui conserve le type 
de la loi de Cauchy-conforme (4) comprend au moins A”. C’est le but-en- 
tin tnonce - de cet article de montrer que pour n > 1, cet ensemble ne com- 
prend que .A’&. Voici done notre resultat principal: 
TH~OR~ME 8. Si F: R” -+ R” (avec n > 1) prPserve le type de la loi de 
Cauchy-conforme, c’est-&dire si pour tout (p, a) de RI’ ’ il existe (P, A) = 
fi;(p, a) dans WY+ ’ tel que 
alors il exisre g dans .H,,, tel que F(x) = g(x) presque partout; dans ce cas 
4. DEMONSTRATION DU TH~OR~MF. 8 
Si F est du type indiqd, alors pour toute fonction g 
pour tout (p, a) de W++ ‘, on peut ecrire: 
integrable par p’a,p 
4 I g(F(x)) ’ ” d.r . d.r ” R” > p2+ )(a--11’ ’ 
> 
” 
dy, . ..dy. (6) 
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Prenant g(y) Cgal a la fonction uecrorielle y, les Cgalitts (5) et (6) impli- 
quent 
j F(x) P,,hw = 1 YPP,“(h) = A (7) 
R” R” 
Prenant g = i,, les egalitis (6), (7), et la Proposition 2 impliquent: 
J ih(F(x)) P,,(~x) = 1 b(Y) P~.,A&) = h + p2 +:,;t h,,2 (8) R” 
pour tout h de W. 
Maintenant, copiant I’approche du Theortme 6, qui consistait a observer 
que le premier membre de (6) pour n = 1 etait une fonction harmonique sur 
[WZ, nous introduisons I’operateur differentiel sur W++ ’ suivant: 
n-l a .=g*+ . . . +Fz+““--- 
I au; ap* P ap 
dont on v&lie facilement que, si f,(p, a) = @/(p’ + Jla - xl]‘))“, il satisfait: 
(Ds,)(P, a) = 0 V( p, a) E lR;+ ‘. (10) 
Observons ensuite que D est un opkateur elliptique sur W++ I. Par consi- 
quent, sifdans C’( W++ ’ ) satisfait Df = 0, alors f est de classe C” (voir par 
exemple Rudin [ 111 p. 201). 
Eniin, si g est integrable pour pp,u pour tout (p, a), le premier membre de 
(6) est de classe C=( W”,+ ‘) et, d’aprts (lo), est solution de l’tquation 
Df = 0. Par consequent, d’aprts (7) et (8), les deux tgalites vectorielles sui- 
vantes ont lieu, A et P etant considerb comme des fonctions de (p, a) sur 
[w” + I. 
+ . 
DA=0 et D 
A-b 
P*+ IIA-bll* > 
=o VbER”. (11) 
De la deuxieme egalite de (11) on dtduit facilement que P est de classe C”. 
Introduisons alors la forme bilineaire suivante sur C~(W++ I): 
(12) 
Un calcul tltmentaire montre que, si g ne s’annule pas: 
=~(g'D(f)-.nD(g,-2gL(/.g)+Z/L(g,g)) (13) 
Appliquons alors (13) a la fonction vectorielle f = A -h et i 
g=P*+IIA-hl12=go-2 i bkAk+IIb112, 
k=I 
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avec g, = P* + (IA II *. D’aprks (Ii), Of= 0 et D(g) = D(g,). Notons aussi 
que: 
L(g, g)=L(gO* 80)k4 i hkL(gO, Ak)+4 i i hjbkL(A,, Ak). 
k =I 1’1 k=l 
Les CgalitCs ( 11) et ( 13) entrainent alors I’CgalitC vectorielle suivante, pour 
tout h de KY: 
( 
h-2 i &A, + llbll* (b-A)Wgo)-2UA, 8,)+4 t h,L(A, Ah) 
k=l > k=l 
+2(,4-h) L(Ro,&T,,)-4 f bkL(&,,A,)+4 i: i ~,hL(+‘b) 
( 
=o 
k=l ,=I k=l > 
(14) 
Examinons les termes du 3tme degrk en h de la composante No. I. On 
obtient: 
llbll* b,@g,)+4 i bkL(A,,Ak) -8b,~b,b,L(A,,A,)=O 
k-l > J.k 
Done ie polyn6me IlhJI’ divise le polyname c h,h, L(A,, Ah), que I’on tcrit 
Kllhl/‘, oti K est une fonction sur IF!“++ I. On en dtduit que D(xO) = 4K ct 
quc 
K= L(A,, Ah) k = 1) 2,..., n 
(15) 
0 = L(A,, Ah) si j#k. 
Reportons ces r&hats dans I’tgalitt? (14). On obtient: 
C -4&J - &&A~ go) + 2Ug,,, go) A 1 
+ 8i‘&,h+ 8K c hkA 
i 
( ,)A+$&+‘f4fo) 
-2Ugo>g,)h-8 ~~kL(c&dk) A 
( >I 
+[ - 16+‘kA,) h+4Wdl’A-2Ilhll* UA, go) 
+8 xbkL(g”,Ak) 
>1 
h =o (16) 
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Examinons la partie quadratique de (16). Ceci fournit de la mCme maniere: 
2KA = L( A, go) (17) 
Ecrivant alors L(A, go) = 2PL(A, P) + 2KA, on tire de (17) que 
0 = L( A, P) (18) 
De (15) et (18) on tire que 
Ug,, go) = 4(P*UP, I’) + Wgo- P*)) (19) 
On examine alors la partie de degre 1 de ( 16) a l’aide de ( 17) et (19). On 
obtient enlin 
K= L(P, P) (20) 
Les cgalitts (15), (18) et (20) impliquent que la matrice jacobienne 
J( p. a) de I’application fF: (p, a) I+ (P, A) de KY’+- ’ dans lui-m&me satisfait 
‘J(p, a) J( p, a) = KI (ou ‘J est la transpole de J et I est la matrice iden- 
tite). Par consequent, dans I’ouvert I/ de W++’ des (p, a) tels que 
K = K( p, a) # 0, I’application 1;- cst conforme. Comme fF est une fonction 
C’ et que n + 1 b 3, on peut done appliquer le Theortme de Liouville (voir 
par example [ 10, p. 1401 ou [7, Ex. III-123 pour une demonstration, et 
[ 121 pour une bibliographie) et affirmer que, si V est une composante con- 
nexe de l’ouvert CJ, alors il existe une similitude S de l’espace euclidien 
lK? ‘I ’ ’ telle que 
(a) ou bien ,f;.- et S coincident sur V 
(b) ou bicn il existc (y, h) dans R” + ‘\,I’ (q reel, h dans R”) tel quef; 
ct it,.* : S cokident sur V (i,h est l’inversion de pole (y, h) dans R”+ ’ ). 
Autrement dit,fF est la restriction a V d’un element G du groupe A,, , , 
des similitudes inversions sur R” ’ ‘. 
Voyons ensuitc que U = V = R’;+ ‘. En effet, s’il n’en est pas ainsi, V a un 
point frontitre (pO, uo) sit& dans R’;+ ‘, et on a K(p,, a,) = 0. On voit faci- 
lement quc c’est impossible, puisque K est continue. En effet, dans le cas 
(a), K est une constante sur V egale a y*(S), ou y(S) est le rapport d’homo- 
thetie de S. Dans le cas (b), K est cgal a y*(S)( I/u - hll2 + (p-s)*)- ‘, qui 
ne peut tendre vers 0 si (p, (I) -+ (p,, a,,). 
Nous allons enlin montrer queJF(P, u) -tp +” (0, F(a)) pour presque tout 
a. Cela achevera la demonstration du theorime. En cffet f,; est la restriction 
a R’; + ’ d’un clement G de A,, + I et ceci montrera que G preserve 
({O}xR”)u3o et W++‘, doncquef,E&. 
Nous notons par f;(O, a) la limite de 1,(p. u) si p + 0. Elle existe pour 
tout (I, sauf dans le cas exceptionnel ou on est dans le cas (b) et ou a = a,, 
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ou a, est tel que S(p, a,) tend vers le pole d’mversion (q, 6) si p + 0. Avec 
cette convention. on a trivialement 
hP.4 3 kO.0) si afa, (21) 
au sens de la convergence faible des mesures. 
Soient g et cp des fonctions continues sur R” telles que g soit bornte et cp 
a support compact. Alors 
= j 52” v(u) da jRn g(W)) clp.,(dx) 
= 
I I cp(x +P) g(F(x)) po,,(dt) dx 02” R” 
(22) 
pour tout p>O, successivement: par (6), par Fubini et le changement de 
variable (a, x) H (I, x) = ((a - x)/p, x). 
Faisons alors p -+ 0 dans (22). En utilisant (21) pour le premier membre 
et la convergence dominee pour le dernier, on obtient 
jRa da) h jRa g(y) /qdo.a,(dy) = j v(x) g(W)) dx. (23) 
H" 
Comme (23) est vrai pour tout cp, on en diduit que 
I g(y) ,qt~o.u,W = g(F(a)) la" 
(24) 
pour presque tout a. L’ensemble M(g) des a tels que (24) soit vrai depend 
a priori de la fonction g. Pour dtduire de (24) quefA0, a) = (0, F(u)) pour 
presque tout a, on peut prockder ainsi: si I E R”, on note g,(x)= 
exp i(r, x). Soit D un ensemble denombrable dense de R”. Alors: 
pour tout t de D et tout a de M= nrsD M( g,), dont le complementaire est 
de mesure de Lebesgue nulle. D’aprts la continuite de la fonction caractt- 
ristique, (25) est vrai pour tout t de R” et tout a de M. Done ~~~~o.lrj = 6,,, 
pour tout a de M, ce qui achtve la demonstration. 
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Remarque. La methode de la demonstration du Thtoreme 8 est utilisa- 
ble pour en donner une du Thioreme 7. En effet, notons, si (p, a) E R”++ ’ 
Alors (Y,,~; (p, u) E rW’!++ ’ ) est le type, au sens du Thtortme 5, de la loi de 
Cauchy ordinaire (2) dans R”, avec n 3 2. 
Si F: R” + R” preserve ce type, alors il existe 
Le role tenu par D dans la demonstration du Thtoreme 8 est maintenant 
tenu par le Laplacien A de W++ ‘; en effet pour x fixe dans R”, le noyau de 
Poisson qui est la densite de yp.O dans R” est une fonction harmonique en 
(p, u) dans W++ ‘. Une circonstance simplifkatrice par rapport au Thto- 
r&me 8 est le fait que la transformee de Fourier de yo.p est ici tres simple: 
et done I’analogue de I’identite (6) appliqute a g(y) = exp i( r, y) donne 
1 exp(i(c F(x))) r,.,(dx) =exp(i(f, A > - Plltll) R” 
ou (P, A) =1;(p, a). Appliquant alors le Laplacien aux deux membres, on 
en dtduit a la maniire du Thtorime 8 (voir [9]) que: 
(1) f;Jp, a) est une similitude vectorielle pour tout (p, a) de I?‘++ ’ 
(2) fi: est harmonique dans W”,+ I. 
(I) sert alors a montrer que fF est une similitude ou une similitude-inver- 
sion de R”’ ’ dont les valeurs aux bornes sont F presque partout; cepen- 
dant cette fois-ci, la condition d’harmonicitt de fF interdit que ce soit une 
similitude-inversion, et le Thtoreme 7 est montrt. II est a noter cependant 
quc cette demonstration remplace le Theortme 4.1 de [ 11, qui est global, 
par un autre theortme global: celui de Liouville. 
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